Utilisation de la derivée, optimisation.

Exercice 1*

On considére la fonction f dont I'image de x est définie par
la relation :
20+ 1
f(x)

:3z2+2x+1

1. Montrer que ’ensemble de définition de la fonction f est
I’ensemble des nombres réels R.

2. Déterminer Iexpression de la fonction dérivée f' de la
fonction f.

3. a. Déterminer le tableau de signe de f’ sur R..

b. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
On admettra les deux limites suivantes :

im f(e)=0 ;  lim f(z)=0

h——o0

4. En déduire les extrémums de la fonction f.

Correction 1

1. Pour montrer que ’ensemble de définition de la fonction
f est R, il suffit de montrer que le polynéme du dénomi-
nateur ne s’annule pas.

Ce polynéme admet pour discriminant :
A=0b%—4ac=22 —4x3x1=4—-12=-8<0

Il n’admet aucune racine : le dénominateur de ce quo-

tient ne s’annule jamais.

On a en déduit : Dy =R.

2. L’expression de la fontion f est donnée sous la forme du
quotient des deux fonctions u et v définie par :
wlx)=22x+1 ; v(x)=322+2r+1
qui admette pour dérivée :
W(z)=2 ; v(z)=06z+2

Ainsi, la formule de dérivation du quotient de fonctions
donne 'expression de la fonction f' :

o' (x)v(z) — u(x) v (x)
p@]’
2x (322 +2x + 1) — (22 + 1) x (62 + 2)
(3x2 + 22+ 1)
622 + 42 + 2 — (1222 + 42 + 62 + 2)
(3z2 + 22+ 1)?
_ 622 + 4r + 2 — 1222 — 102 — 2
(322 + 2z + 1)
—622% — 6z
(322 4 22 + 1)2

f'x) =

3. a. La fonction f' admet la forme factorisée suivante :
() = —622 — 62 _ —6z-(x + 1)
(3z2+2x+1)2 (322 +2z+1)2

Le dénominateur étant positif, le signe de f’ ne dé-

pend que de son numérateur qui s’annule en 0 et —1.

Le coefficient du second degré du polynoéme définis-

sant le numérateur du quotient est négatif. On obtient

le tableau de signe suivant :

x —00 -1 0 409
f(x) - 0+ b -

b. On a le tableau de variation ci-dessous :

Z —00 -1 0 +00

0
Variation
de f

4. Ansi, la fonction f admet :

. 1 . .
® pour minimum 5 et atteint son minimum pour
r=-—1;

® pour maximum 1, et atteint son maximum pour z=0;

Exercice 2

On consideére la fonction f définie par la relation :
322 — 22 — 2
flw) = 222 4+ +1

1. Justifier que la fonction f est définie sur R.

2. a. Etablir que la fonction dérivée f’ admet I’expression
suivante :

7% + 14z
f(z) =

(222 + 2 +1)°

b. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

On admet les degx limites suivantes :3
lm f@)=3 ; lm f@)=

TH>—00 2

3. En déduire que la fonction f admet pour minorant le
nombre —2 et pour majorant le nombre 2.

Correction 2

1. Le dénominateur est un polynéme du second degré ; son

discriminant est :
A=0b%—dac=1%2 —4x2x1 = -7

Le discriminant est strictement négatif; son dénomina-
teur ne s’annule pas : son ensemble de définition est R.

2. a. L’expression de la fonction f est donnée sous la
forme du quotient des fonctions u et v ou :
wlx) =322 -2x -2 ; wv(x)=222+x+1
qui admettent pour dérivée les fonctions :
W(z)=6c—2 ; v(z)=4z+1
La formule de dérivation d’un quotient permet d’obte-
nir I'expression de la dérivée f’ :
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(62 —2)-(22° + z+1) — (32 — 22 — 2)-(4z + 1)
(222 + 2 +1)°
(12x3+6x2+6x—4x2—2x-2)—(12x3+3m2—8x2—2x—8m—2)
(2x2+x—|—1)2
(12x3 + 222 + 42 — 2) — (12333 — 522 — 10z — 2)
(2x2 +x+ 1)2

72?2 4 142
(222 + & + 1)2

b. Le signe de la dérivée ne dépend que du signe du nu-
mérateur ; on peut factoriser le numérateur :
722 4+ 14z = Tz(z + 2)
Le signe du coefficient du terme du second degré est
négatif; on obtient le tableau de signe suivant :

Effectuons les calculs suivantes :
—2)2 —92x(=2)—2 14
of(72):3><( S o2x(=2)-2 14,
2x(=2)2+ (-2)+1 7

_3x02-2x0-2 -2

® f(0)= = -2

1(0) 2x024+0+1 1
On en déduit le tableau de variation suivant :

x —00 -2 0 +00

2
Variation
de f
,% -2
3

3
3. Puisque 2> 5 et —2< 5 et d’aprés le tableau de varia-
tion :

® 2 est la maximum de la fonction f et il est atteint pour
r=-—2;

® —2 est la minimum de la fonction f et il est atteint
T -0 -2 0 +00 pour z=0;
f'(z) + - +
Exercice 3* La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir ’ex-

On considére la fonction f définie sur [0 ; 6] par :

12 -2
@)= =7

Dans le repére (O;I ; J) orthonormé ci-dessous, est donnée
la courbe € représentative de la fonction f :

3
o) M
Ty
0 P 6

Soit M un point de la courbe €. On considére les points P
et () appartenant respectivement & ’axe des abscisses et ’axe
des ordonnées de sorte a ce que le quadrilatere OPM @ soit
un rectangle.

Déterminer la position du point M afin que I'aire du rectangle
OPM@ soit maximale.

Correction 3

Soit M le point d’abscisse = de la courbe €. Le point M a
pour coordonnées :

M(z; f(x))
Les points P et (Q ont pour coordonnées :

P(z;0) ; Q; f(x))

On en déduit que le rectangle OPM @ a pour dimensions x
et f(z). Ainsi, 'aire hachurée a pour expression :
12 -2z 12z — 222
(@) Q=axf(@) = ox—pt =
L’expression de cette fonction est donnée sous la forme :
u(x) =120 — 222 ; v(r)=x+4
qui admettent pour dérivées :
W(x)=12—4z ; v'(z)=1

pression de la fonction f :

) — u'(z)v(z) — u(z)v'(z)
f ( ) [U(I)]Q

(12 — 4z)(x + 4) — (122 — 22%)-1

- (x4 4)2
(122 + 48 — 42 — 16z) — (122 — 222)

N (v +4)
—4z? —4x+48—12x+222 —22%2—16x+48

B (z+4)2 T (214)2

Le dénominateur du quotient étant strictement positif sur

[0; 6]7 on en déduit que le signe de la fonction f’ ne dépend

que de son numérateur. Ce polyndéme a pour discriminant :
A =0b?—4-ac=(—16)2—4x(—2)x48 = 256+384 = 640

VA = /640 = /64x10 = 8,/10

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux ra-

cines suivantes :
—b+ /A

On a la simplification :

—b—+/A

ST T T2
 —(~16) —8,/10 _ —(~16)+8/10
=~y | " m(m

16 — 8y/10 16 + 8+/10
—4 —4

—4-(20/10 — 4) —4-(—=24/10 — 4)
—4 —4
=2/10—4 =-2,/10-4

Le coefficient du terme du second degré de ce polynéme étant
strictement positif, on en déduit son signe et ainsi le signe de
la fonction f’ sur [0;6}.

Le signe de la fonction A’ permet également de connaitre les
variations de la fonction A :
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z 0 2v/10—4 6
Signe i
de A’ + 1}
Variation
de A
0 0
Exercice 4 Iintervalle [0;3].

Sous un hangar, dont le toit est de forme “parabolique”’, on
souhaite installer une habitation de forme parallélépipédique.
Le dessin ci-dessous illustre le probléme :

On suppose 'habitat s’étalant sur toute la longueur du han-
gar. Le but de cet exercice est de déterminer les dimensions
de la fagade de cet habitat afin d’en maximaliser le volume.

On modélise ce probléme par la figure ci-dessous :

¢ %y
I
D ! E
I
|
J |
z !
AT @G 0 F ;B
6m ‘

Le rectangle DEFG admet la droite (CO) pour axe de sy-
métrie. On note z la mesure de la longueur AG.

Dans le repére (A 1 J), la courbe €% est la courbe repré-
sentative de la fonction f définie sur [O ; 6] par la relation :

1 3
fla) = _1'372 + 3

On note A(z) Paire du rectangle DEFG en fonction de x.

1. Le point G appartenant au segment [AO)], quelles sont les
valeurs possibles pour la variable x exprimée en métre 7

2. Démontrer que pour x € [0 ; 3] :

1 9
Az) = 5-353 - §~.T2 +9z

3. a. Déterminer le tableau de variation de la fonction A
sur l'intervalle [0 ; 3].

b. En déduire la valeur de x pour laquelle 'aire du rec-
tangle DEFG est maximale.

Correction 4
1. x représente la mesure de la longueur AG : z doit étre
positif.

La droite (CO) étant un axe de symétrie de la courbe
¥, on en déduit la mesure AO=3m.

Le point G appartenant au segment [AO], on en déduit
que la longueur AO ne peut dépasser 3m.

On en déduit que la variable x prend ses valeurs dans

2. Lerectangle DEFG a pour longueur GF' et pour hauteur
GD.

® Ona: AG+GF+FB=6
r+GF+2=6
GF =6—2x

® Le point D est le point d’abscisse x appartenant a la
courbe . Il a pour coordonnées (z; f(x)).
Le point G est un point de I’axe des abscisse ayant z
pour abscisse. Il a pour coordonnées G(x ;0).

DG=f(x).

On en déduit la mesure de la longueur :

Ainsi, le rectangle DEFG a pour aire :

A(z) = Lxt = (6 — 2z) x f(z) = (6 — 22)x (—ixQ + gx)

3 1 1 9
= —§x2+9x—|— §x3 —3z? = 51:3 - §x2—|—93:

3. a. La fonction A admet pour fonction dérivée :

1 9 3
Al(z) = 5-(31‘2) — 5(23}) +9= 5-332 -9z +9

Le polyndéme du second degré définissant la fonction
A’ admet pour discriminant :

b —4d-ac=(-9)% - 4><g><9 =81-54=27
On a la simplification suivante :

VB = /2T = \ox3 =33

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A

= 2a T2 = 2a
(-9 -3V3 (-9 +3V3
= Ve = S TEVe
2% 2 2% 2
*3 *3

9-3y/3

3

9+3/3
3
_33-V3) _33+V/3)
3 3
=3-/3 =3+/3

Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
ment positif, ce polynome admet le tableau de signe

suivant :
—00 33  3+/3 4o

2% —92+9 + - +

Mo 8

On en déduit le tableau de signe de la fonction A’ et
le tableau de variation de la fonction A sur [0 ; 3] :
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x 3 — \/§
Signe )
de A’ + 1}

'Variation
de A

b. On en déduit que laire du rectangle DEFG est maxi-
male lorsque le point G a pour abscisse 3—\/5.
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