Chapitre 3 : C1 : Nombres complexes

1 Demander le programme

Contenus

— Ensemble C des nombres complexes. Partie réelle et partie imaginaire. Opérations.
— Conjugaison. Proprietes algebriques.
— Inverse d’'un nombre complexe non nul.

—  Formule du binome dans C.

Capacités attendues

— Effectuer des calculs algebriques avec des nombres complexes.
— Resoudre une equation lineaire az = b.

— Resoudre une equation simple faisant intervenir z et Z.

Démonstrations

— Conjugué d’un produit, d’un inverse, d’une puissance entiere.

—  Formule du binome.

2 Forme algébrique d’un nombre complexe.

2.1 Deéfinitions générales

UN PEU D’HISTOIRE
Si vous voulez découvrir une bréve histoire des nombres en mathématiques avec un survol de 'apparition des
nombres complexes, vous pouvez visionner len cliquant directement sur ce lienl

Définition 1.

Un nombre complexe est un élément de la forme x + iy , ot x et y sont des réels et i un nombre imaginaire
vérifiant i2 = —1.

L’ensemble des nombres complezxes est noté C.

Exemple 1.
243i;i+1,5; 2; —4i; m+ /2 sont des nombres complexes.

Définition 2.
L’écriture x + iy, ot x € R ety € R, d’un nombre complexe z est appelée la forme algébrique du nombre
complezxe z.

2.2 Partie imaginaire et partie réelle d’un nombre complexe

Définition 3.
Soit z un complexe de forme algébrique x + iy.


https://youtu.be/pxbbEr-8XNI

Le nombre réel x est appelé la partie réelle de z notée Re(z).
Le nombre réel y est appelé la partie imaginaire de z notée Im(z).

Exercice 1.
Déterminer les partie réelle et imaginaire des complexes suivants :
1) z21=5+2i
2) z9=2-28i
3) z3=3
4) z4 = —2i
5) z5 =2i+1

Remarques 1.

1) L’ensemble des nombres réels est inclus dans ’ensemble des nombres complexes : R C C

2) Re(z) et Im(z) sont des nombres réels.

Définition 4.
Un nombre complexe de forme algébrique iy avec y € R est appelé imaginaire pur.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs peut étre noté iR.

Théoréme 1.

Soient z et 2’ deuzx nombres complezes.

Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales.
z =2 si et seulement si Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(2').

Démonstration.

Idées de la démonstration : travailler par double implication et utiliser un raisonnement par ’absurde pour le
sens réciproque. On note = + 1y et ' + iy’ les formes algébriques des nombres complexes z et 2z’ respectivement.
< : Si Re(z) = Re(Z') et Im(z) =Im(z') alors z =2’ et y =9 ainsi z =z +iy =2’ + iy = 2'.

= : a vous de jouer. O

Exercice 2.
Le but de cet exercice est de montrer le sens réciproque du théoréme précédent : si z = 2’ alors Re(z) = Re(z’)
et Im(z) = Im(2).
On note = + iy et o’ + iy’ les formes algébriques des nombres complexes z et 2’ respectivement.
On suppose que = + iy = x’ + iy’.
1) Démontrer grace a un raisonnement par I’absurde que y = y.( on cherchera a exprimer 4 en fonction de
x,x',yety')

2) En déduire que 'on a aussi x = 2.

Remarques 2.
Ce théoréme implique que la forme algébrique d’un nombre complexe est unique.

Proposition 1.

1) z est un réel si et seulement si Im(z) = 0.
2) z est un imaginaire pur si et seulement si Re(z) = 0.
3) z =0 si et seulement si Re(z) =0 et Im(z) = 0.

Démonstration.

Ces 3 propriétés découlent directement du théoréme précédent garantisant 'unicité de la forme algébrique
Prenons par exemple la 2. :

Idées de la démonstration : travailler par double implication

On note x + iy la forme algébrique du nombre complexe z.

< : Si Re(z) = 0 alors z = 4y : par définition, z est un imaginaire pur.

= : Si z est nombre imaginaire pur alors il peut s’écrire sous la forme z = iy’

D’aprés I'unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe, on a : = 0 et y =y’ donc Re(z) = 0. O



Exercice 3.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les réels x et y vérifiant I’égalité :

1) (2—12)+i(2y — 3) = 4+ 6i.
2) (@+y)+i(2z—y—-4)=0.

3 Opérations sur les nombres complexes

3.1 Addition et multiplication sur les nombres complexes

Théoréme 2.  (Admis)
C peut étre muni ainsi d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R et pour lesquelles les
regles de calcul restent les mémes.

Proposition 2.
Soient deuxr nombres complexes z et 2’ de formes algébriques x + iy et ' + iy’.

e Somme : z+ 2 = (x+2)+i(y+y)
e Produit : 2z’ = (z2’ — yy') +i(xy’ + 2'y)

Exercice 4.
Comme la multiplication suit les mémes régles que celles dans R, développer I'expression suivante :
( +iy) x (2" +1y/).

Exercice 5.

Effectuer les calculs suivants :
2+ 3i— (3 — 59)

(1+1)(2— 319)

3.2 Nombre conjugué

Définition 5.

Nombre conjugué

On appelle nombre conjugué du nombre complexe z = x + iy le nombre complexe noté zZ de forme algébrique
T —1y.

Exercice 6.
Donnez les conjugué des complexes suivants :

1) 23 = —5—i.
2) 2z =2 — 3i.

Proposition 3.
z+4+7Z =2Re(z) et z —z = 2iIm(z).

Démonstration.

Soit z un nombre complexe.

z+7Z = Re(z) +ilm(z) + Re(z) — iIlm(z) = 2Re(z)

z —Z = Re(z) +ilm(z) — Re(z) + iIm(z) = 2ilm(z). O

Proposition 4.
Pour tous nombres compleves z et 2’ et pour tout entier naturel n.

1) z est réel si et seulement si Z = z.
2) z est imaginaire pur si et seulement si Z = —z.
3)z==z
4) 2+ =z2+7.
5) 2x 2/ =z x 2.
6) 2" =z".
Démonstration.

Toutes ces propriétés se démontrent a I’aide de la forme algébrique.



1) Idée de la démonstration pour ce point : par double implication.
(sens direct) On suppose que z est un réel :
z = Re(z). Alors Im(z) =0 et donc Z = Re(z) + ¢ x 0 = Re(z) = z.

(sens réciproque) On suppose que z = Z donc Re(z)+iIm(z) = Re(z) —iIm(z) et par unicité de la forme
algébrique d’un complexe, on en déduit donc Re(z) = Re(z) et Im(z) = —Im(z). D’ou Im(z) =0 : z

est un réel.
2) De la méme maniére que ci-dessus.

3) De la méme maniére que ci-dessus.

4) z+4 2/ = Re(z+2') —iIm(z + 2') = Re(z) + Re(z') —iIm(z) — iIm(z') = (Re(z) —iIm(z)) + (Re(2') —

iIm(2") =z + 2
5) démonstration a savoir faire! cf. exercice ci-dessous

6) démonstration & savoir faire! cf. Uexercice ci-dessous.

Exercice 7.
Soient z et 2z’ deux nombres complexes de forme algébrique respective x + iy et ' +ay.
Montrer que z X 2/ =% x 2/.

Exercice 8.
Soient z un nombre complexe de forme algébrique x + iy.
Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 2™ = z".

Exercice 9.
Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 2245 +2i=3x (z+1)+1+i.
2) 22+ iz =5 — 2i.

Proposition 5.

Voici la propriété essentielle sur le conjugué :

Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est x + iy.
2 xZ=2x%+19y°.

Exercice 10.
Développer (z + iy) X x + 1y pour le prouver.

3.3 Inverse et division sur les nombres complexes

Définition 6.
Soit z un nombre complexe de forme algébrique x + iy.

- S S P
Si z # 0 alors : : = c’est-a dzrg.

- L1 _ z—iy _ = =y
Siz#0 alors : £ = T = Grwo—) = i T i

Exercice 11.

. . 1 X 1
Déterminer la forme algébrique du nombre complexe : — ;.

Définition 7.

Quotient

Soit z et 2 deux complexes de forme algébrique x + iy et ' + iy'.
Siz' #0 alors : 2 =2z x %.

Proposition 6.
Soit z et 2 deux complexes de forme algébrique x + iy et x’ + iy’.
Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est x + iy.
Pour calculer une division %, on multiplie le numérateur et le dénominateur par 2’ le conjugué de z'.
Ainsi, = — l;ﬂy _ (zﬁy) X (x’*i}/) _ar' +yy +ix 'y —xy'
2ty (2 +ay) x (o —dy) x4 y? x'? 4y
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Exercice 12.

Déterminer la forme algébrique du nombre complexe : %
Proposition 7.

272" =0 si et seulement si z =0 ou 2’ = 0.

Exercice 13.
Résoudre I’'équation suivante :
(z—2)(2z—1+14) =0.

Exercice 14.
Résoudre I'équation 2z — 3i = (z — 5)(1 + 1).

Proposition 8.
Pour tous nombres complezes z et 2 et pour tout entier naturel n.
Siz' #0 alors & =L et () = Z.

z

2 z
Démonstration.
Soit z un complexe non nul.
(%) X Z =) % Xz=1=

Ainsi (1) xz=1et (1) =1

z z

En outre, si 2/ #0, (£) =2z x 17 x

|

— = 1 _
>/ —d’aprés ci-dessus zZ X >

4 Formule du binome

4.1 Coefficients binomiaux
On considére une répétition de n expériences identiques ou pour chacune, il n'y a que deux possibilités :

e soit un suceés (noté S)
e soit un échec (noté E ou S)

Définition 8.
Une telle répétition est appelée un schéma de Bernoulli.

On peut représenter cette répétition par un arbre comme ci-dessous ou n = 4 répétitions sont considérées :

s
...--.S_‘:""'
s
E_:::____
B
-
s
...--S__‘:""
s
s — :



On s’intéresse maintenant aux chemins qui permettent d’avoir un nombre fixe k de succés.
Par exemple, dans I'arbre précédent, si 'on veut obtenir les chemins ott I’on ne rencontre que £ = 1 succés sur
les n = 4 répétitions, on obtient I'image suivante :

S

Définition 9.
Soit un schéma de Bernoulli avec n répétitions identiques.

Pour tout entier 0 < k < n, on appelle coefficient binomial, noté (Z), le nombre de chemins du schéma de

Bernoulli menant a k succés.
(y) peut étre lu "k parmi n'".

Remarques 3.
Par convention (J) = 1

Exemple 2.
(3) =6 :il y a 6 chemins possibles qui conduisent & k = 2 succés sur n = 4 répétitions :



Nombre de chemins a 2 succeés sur 4 répétitions :

4) s
=0 I

s

=2
s

=2

S =2
—
s

=2

s  Xx=2
—

- : )
—

Exercice 15.

1) (;1) =6 :il y a 6 chemins possibles qui conduisent & k = 2 succés sur n = 4 répétitions :

2) En déduire les valeurs de (g), (:15), (g) et (g)

Vous travaillerez en spécilité maths sur ces coefficients, en particulier, vous démontrerez les propriétés suivantes :

Proposition 9.
Pour tout entier k et n tels que : 0 < k< n :

n n
3 = .
n+1 n n
4 =
()= () ()
Ces propriétés et les premiéres valeurs des coefficients binomiaux peuvent étre mémorisées grace au triangle de
Pascal :



<
i
b9
w
=
N
SN

WY = D

10 10 5 1
15\\20 15 6 1

N
+
o

Nt

2/ .
cas particulier de :
fn+1“ (

|= |_.‘ +

et )= l+|k—|—1‘

Exercice 16.
Compléter le tableau précédent présentant le triangle de Pascal en rajoutant la ligne correspondant & n = 7.

Proposition 10.
Soient n et k deux entiers naturels tels que 0 < k < n.
Les coefficients binomiaux peuvent étre obtenus par la formule :

|
<Z) = m, oun!l=nx(n—1)x..x2x lavec la convention 0! =1

4.2 La formule du bindme de Newton
Exercice 17.
a et b désigne deux nombres complexes quelconques.
1) Développer I'expression (a + b)?.
2) Développer 'expression (a + b)3.
3) Développer I'expression (a + b)*.
4) Que remarquez-vous quant aux coefficents apparaissant dans le développement de (a + b)" dans les cas
précédant ?
5) Quel développement pouvez-vous conjecturer quant & l'expression (a + b)5 ?
Proposition 11.

La formule du binéme de Newton :
Quels que soient les nombres complexes a et b et 'entier naturel n, on a :



(a+b)" = Z

(Z) " kpk
=0

Ce qui peut s’écrire de maniére moins condensée en :

n__.n n n—1 n n—212 n 21n—2 n n—1 n
(a+b)"=a +<1>a b+(2>a b +...+<n_2>ab +<n_1)ab +b

Voici une démonstration de cette formule du binéme de Newton. Commencer par lire cette démonstration
ci-dessous avant de répondre aux questions qui suivent :



Exercice 18.

Démonstration. .
Y n—kik .
On note P(n) la propriété (a + b)" Z < )a b®, ol n est un entier naturel.
k=0
INITIALISATION :

Pour n =0,0n a:
D’une part : (a +b)° =

0 )
d’autre part : Z (Z)aOkbk = (8) xa®xb¥=1x1x1=1.

k=0
Ainsi, P(0) est vraie.
HEREDITE :
m
Considérons un entier m tel que P(m) soit vraie, c’est-a-dire que ( Z ( )amkbk.
k=0

m—+1
1
Montrons que P(m 4+ 1) est vraie, c’est-a-dire que : (a + b)) = Z < Ij ) mAl=kpk
k=0
Ligne 1 : (a +0)"™ = (a +b) x (a +b)™

a
Ligne 2 : (a +b0)™"™" = (a + ) XZ( ) m=kyk
ki

<k>am+lkbk + z (k>amkbk+l
k=0
m m—1
m4170 m met1—kpk m m—kpk+1 m Opm+1
)a +§<k>a Jr;[)(k a + ma

m-+1 G m m+lfkbk S m m7p+1bp m bm+1
>a +;(k> +p§_:1(p_1)a +

m
(7;’) am-i—l—k:bk + Z ( m1> am+1—pbp + am-i—l + bm+1
p—
p=1

m m
< )) am-i—l—k:bk: am+1 bm+1
f ((/4;) k—1

Ligne 3 : (a +b)™"! =

Ligne 4 : (a +b)™*!

Ligne 5 : (a + b)™*!

3

Ligne 6 : (a + b)™*!

Il
MsiMs@@zMs

Ligne 7 : (a +b)™ " =

k=
Ligne 8 : (a + b)m+1 — gt 4 Z (ml—: 1) qmHLI—kpk  pmtl
k=1
s e (e B e 25 )
0 k=1 k m+1
s m+1
Ligne 10 : (a4 b)™ " = ;0 < . )am+1—kbk
On est donc abouti & P(m + 1).
CONCLUSION :

La propriété étant initialisée pour n = 0 et étant héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel n.

Quelle idée essentielle sert & cette démonstration et est donc a retenir ?

1) Comment peut-on justifier le passage de la Ligne 1 a la Ligne 27

2) Quelle technique de calcul justifie le passage de la Ligne 2 a la Ligne 37

3) Comment peut-on justifier le passage de la Ligne 3 a la Ligne 47

4) Quel changement de variable permet de justifier le passage de laLigne 4 a la Ligne 57

5) Quels calculs permettent de justifier le passage de la Ligne 5 a la Ligne 6 7

6) Expliquer le regroupement des deux termes permettant le passage de la Ligne 6 a la Ligne 7.
7) Comment peut-on justifier le passage de la Ligne 7 a la Ligne 87

8) Quels calculs permettent de justifier le passage de la Ligne 8 a la Ligne 97

9) Comment peut-on justifier le passage de la Ligne 9 a la Ligne 107

UN PEU D’HISTOIRE
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Cette formule du binéme était déja connue de mathématiciens indiens, arabes et persans dés le X€ siécle
de notre ére. Elle a été démontré au XIII° siécle par le mathématicien chinois Yang Hui indépendam-

ment de ces travaux précédents. En 1665, Issac Newton généralisa cette formule a des exposants non entiers.
Exercice 19.

Utiliser la formule du binéme de Newton afin de développer puis simplifier les expressions suivantes :
1) zZ1 = (3—|—Z)4
2) 2o = (2i —1)3.

Exercice 20.
n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 1.

1) z est un nombre complexe quelconque. Développer (1 + z)™.

2) Choisir une valeur adaptée de z afin d’en déduire en fonction de n expression de la somme :

RORORIGRE

5 Exercices
5.1 Calculer avec la forme algébrique

Exercice 21.
n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1. On donne les nombres complexes :

z1=—14+ 21 et z9 =3+ 4.

Déterminez la forme algébrique de : z1 + 29, 21 — 22; 221 — 329 21 X 23.

Exercice 22.
Donnez la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1) (1+1i)%
2) (1—1i)%
3) (3—1)2.

Exercice 23.

On pose j = —% + z§
1) Donnez la forme algébrique de 2.
2) Déterminer le discriminent du polynome : X2 + X + 1.
3) Vérifiez que 1+ j + j2 = 0.

Exercice 24.
Donnez la forme algébrique des nombres complexes suivants :

(24+4)%(1 — 34) et (5— 24)(1 + 4i)(2 —19).

Exercice 25.
x et y sont deux nombres réels. Quelle est la forme algébrique de (z + 1+ iy)(z — 1 — iy).
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5.2 Manipuler partie réelle et partie imaginaire

Exercice 26.
On donne les nombres complexes :

s =1—30, 20 = 4+2i, 23 =5— 2.
Calculez :
1) Re(z1 + 22 + 23).
2) Im(iz1).
3) Im(z122).
4) Re(2z1 — 3z + z3).

Exercice 27.
z est un nombre complexe. Dans chacun des cas suivants, précisez si Z est réel ou imaginaire pur ou ni 'un ni
Pautre.

1) Z=2z+2z—3i.
2) Z =2z—Zz+5i.
3) Z=z2z2—2+2Z.
4) Z =Z(z+1) +i(5i — 2).

Exercice 28.
Dans chacun des cas suivants, exprimez Z en fonction de Z.

1) Z=—-2+iz.

2) Z = (i+2)(2—iz).
3) Z = (2iz +3)2%.

4) 7 = §H=.

5.3 Déterminer la forme algébrique

Exercice 29.
Déterminez la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :

1) i(1 —19).

2) (2—-3i)(4+19).

3) 22

4 24:31"

5 1%1 - 132"

6) 555

7) (1+)(4 — 30)(1 — ).

)
)
)
)
) 2i3i
)
)
)
)
)

8) (3+1)%(3 — 2i).
2—51
9 3+22'
1
0) 7=
11) 2i — 52

Exercice 30.
On note z = x + 1y, = et y réels.On pose :

Z="" -1
o thha

Quelle est la forme algébrique de Z?
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Exercice 31.

Reésolvez chacune des équations suivantes :
1) 3—=20)z=1i—2.
2) (2414)z = 3i.

Exercice 32.

_ 2it1 _1-2i
On note z1 = et 2 = S

1) Pourquoi peut on affirmer sans calcul que z; + 25 est réel et z; — zo imaginaire pur ?

2) Retrouvez ces résultats par le calcul.

Exercice 33.
Proposer une fonction écrite en langage Python qui :
e prend quatre parameétres : les parties réelle et imaginaire de deux nombres complexes z; et zs.

e retourne la partie réelle et imaginaire du quotient i—; quand il existe et la chaine de caractéres "le quotient
n’existe pas" sinon.

5.4 Reésolution d’équations

Exercice 34.
Résolvez dans C les équations suivantes et donnez les résultats sous forme algébrique.
1) 3iz —2+4+4i=(1—2i)z+6.
2) (3+2i)z = 2iz — bi.
B =i
4) (2iz+14)(4z —8 —4i) = 0.
5) 4z2+2i—4=0.

Exercice 35.

Résolvez dans C les équations suivantes et donnez les résultats sous forme algébrique.

1) iz —2z =1.
2) (z—4i+2)(z+2i) = 0.
3) z4+i 2—i

2—-2-2 3

5.5 Bindéme de Newton

Exercice 36.

Développer les expressions suivantes a ’aide du bindéme de Newton et du triangle de Pascal :
1) (32 + 2i)°.

2) (324 2)4.
Exercice 37.
Quel est le coefficient de z* dans le développement de (2z + 1)8?
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Exercice 38.
Développer les expressions suivantes a 1'aide du binéme de Newton et du triangle de Pascal :

A_i 100\ _ (100\ , (100} (100), (100} (100
& \exk) o 2 4 ) es 100
49

100 100 100 100 100 100

B: = CRRY

2 () = () (5) () o () ()

1) Calculer la somme A + B, sans chercher a connaitre ni A, ni B.
2) De méme, calculer la différence A — B.
3) En déduire les valeurs de A et de B.

5.6 Utilisation de Python

Exercice 39.
Pour tester des codes en langage Python, vous pouvez utiliser Edupython.
Découverte de quelques instructions natives en Python.

1) Tester les instructions suivantes dans la partie console et comprendre le role de chacune :

(a)

> 71 = complex(4,7)
> >zl
> zl.real()

> z1.imag()

> > 72 = complex(1,-3)

- > > 72
> zl+2z2
> > z1/22
)

2) Quelles remarques peut-on faire sur l'affichage sous Python d’un nombre complexe écrit sous forme
algébrique ?
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