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1 Dessuitesde O oude 1.

n étant un entier naturel quelconque, combien y a t-il de n-uplets d’éléments 0 ou 1?

(0;0;1;0;--51)

n éléments.

Notons s, le nombre de tels n-uplets.

so=1 s1=2 S, =4 s53=28 s4 =16

Une relation de récurrence vérifiée par la suite s :

Pour n € N, considérons s,,, 1, c’est a dire le nombre de (1 + 1)-uplets d’éléments 0 ou 1.

Il y a deux types de tels (1 + 1)-uplets : ceux qui commencent par 0 et ceux qui commencent par 1.

* Les (n+ 1)-uplets commengant par 0 se complétent par n éléments : on en dénombre alors s,,.

* Les (n+ 1)-uplets commencant par 1 se compleéetent par n éléments : on en dénombre alors s,,.

Le nombre de (1 + 1)-uplets est égal au nombre de (n + 1)-uplets commencant par 0 plus le nombre de
(n+1)-uplets commencant par 1.

On a donc la relation de récurrence, pour tout entier naturel n, s,,; =s,+s, soits,,; =2s,

s est alors une suite géométrique de raison 2 et, avec sy = 1,onas, = 2".

Pour tout entier naturel n, on dénombre 2" n-uplets d’éléments 0 ou 1.
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2 Des n-uplets de 0 ou de 1 sans 00.
Soit 1, un entier naturel.
Combien y a t-il de n-uplets d’éléments 0 ou 1 sans deux 0 consécutifs?

Notons s, le nombre de tels n-uplets.

Pour n € IN, considérons s,,,,, C’est a dire le nombre de tels (1 + 2)-uplets d’éléments 0 ou 1.
Il y a deux types de tels (1 + 2)-uplets : ceux qui commencent par 0 et ceux qui commencent par 1.

* Les (n+2)-uplets commencant par 1 se compléte par n+1 éléments : il y a alors s,,,1 tels (n+2)-uplets.
* Les (n + 2)-uplets commencant par 0 ont leur deuxieme élément égal a 1 et se completent par n

éléments : il y a alors s, tels (1 + 2)-uplets.

Le nombre de tels (n + 2)-uplets sans deux 0 consécutifs est égal au nombre de (1 + 2)-uplets commencant

par O plus le nombre de (n + 2)-uplets commencant par 1.

On a donc la relation de récurrence, pour tout entier naturel n, s,,,5 =5,,1 +5,.
Avec les données de sy = 1 et s; = 2, on peut démontrer, par récurrence forte, que le terme général de cette

suite est

Sn=—F b b

e 2)

ce qui représente le nombre de n-uplets d’éléments 0 ou 1 sans deux 0 consécutifs?
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3 Des escaliers en marches.

Soit 1, un entier naturel.

Vous disposez d’un escalier a n marches.
De combien de fagons pouvez-vous monter cet escalier avec des pas de une ou deux marches?
Notons ¢, le nombre de facons de monter cet escalier.

cp=1 =1 ;=2 c3=3 c4=5

Pour n € IN, considérons c,,,,, c’est a dire le nombre de facons de monter un escalier a n + 2 marches.

* Soit on commence par monter une marche etil ya c,,; facons de monter les n+1 marches restantes.

* Soit on commence par monter deux marches et il y a ¢, fagcons de monter les n marches restantes.
Le nombre de fagons de monter un escalier a # + 2 marches est égal aux nombre de fagons de monter n + 1
marches plus le nombre de fagons d’en monter .

On a donc la relation de récurrence, pour tout entier naturel n, ¢,,;, = ¢;41 + ¢y,

Avec les données de ¢y = 1 et ¢c; = 1, on peut démontrer, par récurrence forte, que le terme général de cette

suite est

N | 2

\/g (1+—\/§)n+1 _(ﬂ)nﬁ—l

ce qui représente le nombre de fagons de monter un escalier a n marches avec des pas de une ou deux

marches.
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4 Les tours de Hanoi.

Matériel :

3 piquets, n disques troués de diametres distincts deux a deux.

But du jeu:

Transférer la pyramide du piquet de gauche vers le piquet de droite.

Contraintes :
* Déplacer un seul disque a la fois sur le piquet de votre choix.

* Jamais un grand disque sur un petit disque.

Un tel transfert est-il possible?

Et si oui, en quel nombre minimum de déplacements de disque?

Pour un entier n non nul, soit P,, la proposition

"Le transfert d’une pyramide a n disques d’un piquet a un autre est possible".

Initialisation : P, est la proposition

"Le transfert d’'une pyramide a 1 disque d’un piquet a un autre est possible." ce qui est vrai.

donc P est vraie.
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Heéreédité : Soit n, un entier tel que P, soit vraie. Démontrons P, .

Considérons alors une pyramide a n + 1 disques sur le piquet de gauche.

1. D’apres P,, on peut déplacer les n plus petits disques vers le

piquet du milieu.

___‘—

2. On déplace alors le grand disque vers le piquet de droite.

4.___

3. D’apres P,, on peut déplace les n disques vers le piquet de

droite. ‘_

La pyramide a n + 1 disques est transférée vers le piquet de droite donc P, est vraie.

Pour tout n > 1, le transfert d’'une pyramide a n disques d’un piquet a un autre est possible en particulier
du piquet de gauche a celui de droite.

Cette démonstration par récurrence nous donne aussi le nombre minimal, d,,, de déplacements de disques.

En effet, en dénombrant le nombre de disques lors des trois étapes précédentes, on a d; = 1 et pour tout

n>1,d,,, =2d,+1.

On démontre alors par récurrence que, pour tout n>1,d, =2"-1.
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5 Des régions du plan.
Dans le plan, soit n droites non paralleles deux a deux et non concourantes trois a trois.
Combien de régions du plan, ces droites délimitent-elles?
Notons d,,, le nombre de régions du plan.
dg=1 dy =2 dy=4 d3 =7 dy =11

Dans la figure, ci-dessous on considere n droites et d,, régions.

Une (1 + 1)i™¢ droite rencontre les # droites en 1 points compte tenu des hypothéses de position relative

de ces droites.

o€ Ay oike

Sur cette (n+1)'“™€ droite se trouve n + 1 segments ou demi-droites qui séparent, chacun(e), une ancienne
région en deux.

Il y a alors n+ 1 régions de plus qu’avant, d’ou la relation de récurrence d,,,; =d,, + n+ 1.
n(n+1)

Par télescopage et par la formule de la somme de n premiers entiers non nuls, on obtient d,, = 1 + 5

ce qui représente le nombre de régions du plan délimitées par n droites.
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6 Les coefficients binomiaux :
Définition 1
Soit n et k deux entiers naturels tels que 0 < k < n.

og . g n G S 217 0 N
Le coefficient binomial (k) est le nombre de parties a k éléments pris dans un ensemble a n

éléments.

Propriété 1 (Formule de Pascal)

Soit n et k deux entiers naturels telsque 1 <k <n+1.0Ona
n+ly  (n N n
k - \k k-1)

Démonstration : (Preuve ensembliste)
Soit E, un ensemble a n+ 1 éléments. Soit 4, un élément de E (E est non vide car n+1 > 1).

+1
Par définition, il y a (n P ) parties de k éléments pris parmi les n + 1 éléments de E.

Ces parties sont soit celles qui contiennent a soit celles qui ne contiennent pas a.

Ilya (k " 1) parties qui contiennent a. Il y a (Z) parties qui ne contiennent pas 4.
L. n+l\ [ n n
On en déduit que (k+ 1) = (k— 1)+ (k)

Propriété 2 (Formule du coefficient binomial)

Soit n et k deux entiers naturels tels que 0 <k <n.On a
n\ n!
k] kl(n-k)

Démonstration : (Par récurrence sur n)

!
Soit P, la proposition "Pour tout entier naturel k tels que 0 <k <mn, (Z) = ﬁ"
(n—k)!
s Te e 0 0! _
Initialisation : pour n =0, 0 <k <ndonc k=0 et 0l = 1et o1 = 1 donc Py est vraie.

Heérédite : Soit n € IN, tel que P, soit vraie. Démontrons que P, ,; est vraie.

Soit k, un entier tel que 0 <k <n+ 1.

) n+1 (n+1)! n+1 (n+1)!
= 1 =1 R ———| = —_
Sik anrs( 0 ) o+ 1-0) donc( k ) ki(n+1—FK)!

Des suites pour dénombrer. Préparation au concours Général. 8 Alain Kempf, Lycée G. Bachelard, 10200 Bar sur Aube.



— n+1\ (n+1)! B n+1y  (n+1)!
Slk‘””alors(nn)‘let (n+1)!(n+1—(n+1))!_ldonc( k )_k!(n+1—k)!'

Si 1 <k <nalors, d’apres la formule de Pascal,
n+1 _[n N n
k \k k-1

n! n!

= (=R + k- Din—(k=1)) d’apres I’hypothese de récurrence.
n! n! P cdui sme dé . i

= W=l + F-Din—k+1) our réduire au méme dénominateur, on utilise
nl(n—k+1) kn!

= k!(n—k)!(n—k+1)+k(k—1)!(n—k+1)! Kl=(k-1)k et (n—-k+1)!=n-k)l(n-k+1)

nl(n—k+1) . kn!
kliln—k+1)!  kl(n—k+1)!

_nl(n—k+1)+kn!

ki(n—k+1)!
_nl(n—k+1+k)
 Kl(n-k+1)!
n+1\  nl(n+1) n+1)  (n+1)
donc( k ) TR+ 1-k) donc( k )_k!(n+1—k)!'
Pour tout entier naturel k tels que 0 <k <mn+1 L —ﬂdonc (Py4+1) est vraie
queB=f=nTbl | T Thme1-k) ntl '

n!

. . n !
Pour tout entier naturel n, pour tout entier naturel k tel que 0 <k <, (k) = =k
(n—k)!

7 Permutations particulieres.

Trouver le nombre de permutations (ay ; a; ; ... ; a,) de 'ensemble {1 ; 2 ; ... ; n} telles qu’il existe un

unique indice i entre 1 et n—1 vérifiant a; > a;,;.
(Olympiades bulgares 1995)

Correction sur demande...
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